06

S

I
Una vez definidos los potenciales e/ecﬁbmagﬁo | p@her par de ecuaciones

cinematicas de Maxwell no son ma una ¢ cia @ a definicion del campo
eléctrico y magnético en funcion decg. alek, qe@np los que determinan la
ecuacion de movimiento de fa m r/a porrg e @n ser considerados como
magnitudes fundamentales. {3 Q O
Al principio del desarrollo del el§etrom tl@b@. su
eran solamente una magnity, uxi/ia@a@a’tic
electromagnetismo clasico on direcrtarcﬁnte rvables, ya que en la ecuacion de
la fuerza de Lorentz que determina la unteracc' de la materia con los campos sdlo
aparecen los campos eféctricGsy mqgnetléo Esta incertidumbre quedo¢ resuelta
mediante la meca%ttuant por i\hqxon Bbéhm, al demostrar que hay efectos

& el debate de si los potenciales
in realidad fisica, pues sequn el

cuanticos medibles ef*casosagn los que noshay campo eléctrico y magnético, pero si
existe un campo de vector magr%ét/co

Comprobaremosdﬁ" e lafgstructura defz}‘ gundo par de las ecuaciones de Maxwell
puede ser deﬁﬁé tgmbién por argumentos dindmicos clasicos de geometria
vectorial. Aq 04 _@ papel /mportan Maunque implicito en el analisis, que nuestro
mundo fisi éss dimensio / qUe pos movemos en una geometria euclidiana.

También veremo&zcomo consecuencia del andlisis efectuado, que libertad tenemos de
eleqgir los sistemas de unidades del electromagnetismo.

Aunque las ecuaciones de Maxwell para el campo electromagnético en su forma
clasica vienen encapsuladas con un principio variacional, sin embargo, la forma de
interaccion del campo con las cargas es una hipdtesis asumida. Por ello Helmholtz y
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Lipschitz analizaron de forma general que tipos de fuerzas de interaccion son las que
conservan la energia mecanica viendo que estas debian ser de la forma de Lorentz, sin
embargo, Feynman y Dyson plantearon si no existiria alguna otra fuerza fundamental
que explicara clasicamente la forma de la interaccion e/ectromaﬁnética y cuales serian
las relaciones de conmutacion desde.ekpunto de vista clasico.i

)
Partiendo 5/mp/em "fll' Imentos ae la mecanica g!/ca veremag glue es posible
determinar /as .’ S de  Jasgecuaci (g’ Maxwell del

\ , Que determina la
interaccién de la cargas con el campo ale a rﬁ' @ "

(fa@adas@f?r Cartan dan
<

sufe/ e/aybmagnet/smo y
i una,ferma natural los
principios d conservacié_ local de.Jac a,_dsi ¢ é@ los invariantes de

'
Relaciones estructurales de ?gzma %c n@icas de Maxwell

De los principios varlaaonales se@educe cﬁ I@ ecugeidnes de Maxwell se pueden

agrupar en dos pares estructura ente @e
S

oe,

Vimos que el primer par de | ecuac S matitas de Maxwell eran consecuencia
de la variacién de la accid procedemte{ﬂe rangiana de la materia y de su
interaccion con el campo ectromagnptlco 'respCto a la coordenadas, que resultaba

en la ecuacion dinémica@araﬁerzaide Lorentz, y en la definicion de unos campos
eléctricos y de inducci%? MmagHratica en%n@ién de los potenciales

\. %‘I
55,. g, S ’m, y B=VAA
L~
Como consecue de‘*rd?s ecuaciones deflnlcién se verifica de forma inmediata las
ecuaciones cingfidticasde Maxwell i
r .y .
& . B . . 0B
@3 & V-B=0 VAE = ——
) ot

Sin embargo, debido a que VA V=0 y V-VA=0, lo potenciales estan
indeterminados por una transformacion gauge que deja invariante los vectores del
campo electromagnético. Una transformacién gauge

y sus transformaciones histdricas. 22ed.



06 Teorias dinamicas del campo electromagnético

oA

P=i+va  o-0-2
+ =0 T

F=-20_ o Py B=U0i=VAA=F
o ~

De las anteriores prapia "B en funcién de Igs po@tiales, resulta
., L% A \
gue también s ransformagon  gau ‘ﬁj’ dos primeras

ecuaciones cinerfiticas de Maxwell 1+ \. ,g? % Q,
! ]

A ) -~ -
gauge de los tencia\é"son en\@a@d egiwalente a sumar

ala lagrangiana de?:ma q@ﬁ iacio la integral de la
ua

una diferencial exdcta

accion es i iante y,'po o, las-% cion (g-caréo electromagnético
permanecen inalteradas Qo ) &},

= "~
En efecto, vimos ‘que- para u parti Qe$racciona con un campo

electromagnético, su lagrangiangrantes #s transformacion se puede

escribir de la forma 3 ] J
Q’, % *h‘r R
L=Lm+L§§?q(ﬁ.A§m$Lm ctq@. A —0)
A

y para gue sea invariante, @eberd cumplirse las relaciones de transformacion gauge

& 3
¥ Eg.vé}+ﬁi‘_, . —g—/tl

Q S
Restricdones e ales de @ ecuaciones dinamicas de Maxwell
como conseq@ci e las ecuaciones dnematicas

q> @ 4 , o

El segundo p a de las ecuaciones de Maxwell se deducian de la variacion de
la accion erge de la Iagrwa campo electromagnético libre y de su
interaccion I%r‘ﬁ)materia respecto ades-potenciales

- 5 p - o - OF

V'E=£—0 V/\B=,U0]+60,Lloﬁ

Una vez dados los potenciales, el primer par de ecuaciones cinematicas no es mas que
una consecuencia de la definicién del campo eléctrico y magnético en funcién de los
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potenciales, que son los que determinan la ecuaciéon de movimiento de la materia, y
gue debe ser tomado en como magnitud fundamental.

Comprobaremos ahora que la estructura del segundo par de eqyaciones dinamicas de
Maxwell puede ser derivada por arg umentos clasicos de analls_nﬁ'/ectonal

o
Marsh parte de la hipéte € f:,,"'_f""{:- del teorema ':Helmholtz para campos
estacionarios, con5|d Jén' & para ca 'j“‘ tante de po permanece valido el
principio de que to vect 1'-7.‘;_:',-- es totalg%’nte\'étermmada Si
conocemos su - divergencia - ( Ebara S co de contorno
adecuadas Deb@ c des qu igura ua@nes de Maxwell

ellas {55 ljadas para un instante
@en las 4 o@ deﬁ’usalidad. La

e q{@re im[@e tricci adicionales

umplar\@as @ cinematicas.

;ﬁ(las @aq&nes dﬁématlcas gue son

=
Como el rb@;al de. E estafijad
consecuencia de las propias def|n|C|on £ de los potenciales,

de tiempo fuad
validez de la fi 9'“!ﬁas

como la cor}servaaon I

podemos suponer que su d|vergenC|a~ ene urgaxpresmn de la forma
similar a la ley de Gauss "~.
2 .Q
23’ E= Cq%*
donde C; es una constante, y pfet) es f@mn avia por determinar, que es

gauge invariante al serlo E, ue te tmos que se identifica con la
densidad de carga. & >

L

Derivando la anterior ecua@n respec 5 t,.ob, mos
'\
&
by

§ h@_ﬁ.q_lt_ﬁ):o
C? Qg,at '-k-\_ h Ot

que es equivalente éﬁna acion de rylnwdad local. Definiremos por analogia un
. ", Tl tred
vector corriente QFque tisfaga la anterior ecuacion de continuidad y que sera

también gaugejﬁ!ﬁa al serlo p

75
%

o

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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donde B es un campo vectorial gauge invariante, al serlo los otros términos de la
ecuacion, que podemos asimilar con el campo magnético.

La anterior ecuacién se puede reescribir entonces de la forma ’g;.
i. 1 9E . é:‘”
- TIN5
| & &
qgue junto con _ ‘Ni. : l&&p o ""}"'
LA YO
definen unas ecuaciones similares al a\:'ig.'!z r@‘ecua@es@ Maxwell para las
leyes de Gauss yﬂ&Ampére. _ b F; ‘OQ Q‘F
) Mg, - ot
Evidentemenfte debera s & ﬁ-.a" 3
& = o> O
| C S S
N - . 0% A
y en el sistema Tnternacional de unidades = o) {? ,‘@
= A0 3
1

g S
éones dinédmicas de Maxwell

o&a ec
queda determinada por la rgac/én @ucﬁ d@y primer par de ecuaciones
cinematicas. > Q' ::? *
Ademas, el sequndo par cin@na’tico g ' cdiiSfderar como una constriccion del

e
campo en funcion de las fyphtes que débe mpikse para todo tiempo.

o
Tomando la divergenciqbibe la e%‘ncién%in amica de la corriente de Ampére
-~“:-.- e
{? ‘b‘ V /\ B - Ié‘? + #080_

W 3
se obtiene la ley Q’ﬁa cﬁ‘rvacién local de la carga
3 =V. e

UNFT

950 # FAB=V. Jjb— 7
La ecuacion e@ conservacion de la carga esta contenida implicitamente en las

ecuaciones dinamicas de Maxwell de las leyes de Ampére y de Gauss y es una
consecuencia de ellas, y sequn esto, no debe ser considerada como una ecuacion
independiente de ellas.

Enrique Larrea Bellod

199




200

Los significados del campo electromagnético

Restricdones estructurales de las ecuaciones dinamicas de Maxwell
como consecuencia de los principio de conservacion

b .
Ya vimos en teonas vectorlales que el principio de la cons8fvacion de la energia
el egundo para de. uaoones d|nam|cas de

' ;\- .N‘;-, .y @ palyr del mismo deducir como
ll'” dl |ones@ Maxww. (:;J

C rfijmnagp por B.@data tener asociada
' er‘nt%ﬁiente @nd nteracciona con la
avih@llo su na-,@!el campa’ Ie@omé@tico a partir
M;:ég?ergla q&@mc de la accion

. O S5
e en%a ené&quﬁmt {’EI espacio solo se

ur:ﬁJchm er;(i&a definido por

| B SR>
£ EANH Q? b
? x@da por

donde E y H son las variable e cam e pugglen determinar mediante balances
energéticos. Las constantes&ieléctrica & y&de pginitividad u son las que determinan
las propiedades eléctricas ;EFnagnetlcas?en un.l io homogéneo.

Supuso que la varlacﬂxn desé ergmﬁelggtnca por unidad de tiempo y volumen
EEZ *T— es igual ;fnergﬁ;dmpadahpdﬁefecto Joule 0E?, donde 7, es el tiempo

io y‘;@su conducth/@lad
Con estas hip(’),t% Pla?ck estableciogque se debia cumplir la ecuacion local de la
energia ‘a'c §-" ‘.}

=y

= oi
{[ﬁle +0E? = at+uﬁ-ﬁ+div§+a§2=0

Para obtener Ias seis ecuaciones necesarias para determinar E y H, supuso que
deben anularse los factores que multiplican cada componente de los campos en la
anterior ecuacion, con lo que llegé a las ecuaciones fundamentales de Maxwell para
un medio homogéneo

de relajacion del

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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el.®nismo valor al atravesar
nente tangenciales de E y
de sepaada.v

e ’é enej /a es nd/C/ona como
O ectro

la ma a c ad a través del

@or yﬂdad de tiempo
'L.

calfente se verificara la
g'q S
v G
: Q@
o I
siendo ~— 3 TQ

El acop/am/entoﬁ&/ campo
term/no E-Je e‘/Mdet

vf

@po

rﬂ
D
s

%
y

donde el subindice ms%@eﬁere %

ma o particula y m al campo
electromagnético. Er

La anterior ecuaoonbﬂe CQ‘_&ervac@n se puede descomponer en otras dos
correspondientes al gempo a'éctromaqrr@jco y la materia acopladas a través del
término de transfer@ﬁ'tla deghergia &

1V

., oy y -~
La ecuacion de ¢ serﬁfgln de energja:para del campo electromagnético acoplado
con la materia s&@ed scribir de la fo

.&,‘" -@ owe

’2‘.‘
siendo wy, el sunfﬁ'ero de energia del campo electromagnético

Si se impone la condicién de la conservacion local de la energia total que se toma
como un postulado adicional, entonces la energia que pierde el campo
electromagnético debe ser igual a la que absorbe la particula cargada por lo que la
ecuacion de conservacion de energia para la materia acoplada con el campo
electromagnético sera

Enrique Larrea Bellod
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donde §p desempena el papel de un flujo de energia de mat%aia y w; es el término

fuente de energia. {iy

. ] .
ico escalar obgéfvable para una densidad
rlante en un@?ransformaciép gauge es

ooy

De igual forma la Unica forma bilineal que se puede f&rmar ‘Q'e@o de energia es

Para el campo electro
de energia que se puede

ool
B Q é
e e, P S
La ecuacion de conservacion par eI camp ectro (6] \,H

: =
L L aWC [ - o
oS B W
7 A 3 Al
es equivalente a la ecuacion o {:’\&5’
E- (2, 0,E +Cpp 0B~ Cs VAB+ GGy + B
habiéndose hecho uso de la i tidad&j :

VAE+C, =0 (+%)
@

. A .
Si en ecuacionue®) dgfanterior par sus
anteriorme mgs rada, obten :

© (2Cp — Co) 0B + Cop 0.E + Cjpf =0 (xx)

imos V A E por —a,B cuya identidad ya fue

En situaciones estacionarias sera d,E =98 =0 y como J en general no es nulo
deberd ser

Cr=0

y sus transformaciones histdricas. 22ed.



06 Teorias dinamicas del campo electromagnético

y por tanto

o Lo . b
lo que indlica que el termino B no contribuye a la fuente de en@Fgia w; y, por tanto, el

campo magnético no transfiefe enérgiaga la particula car@da, la cual ni gana ni
e po magnético, J@i‘que es bien conocido por
L

L
\'

Si se toma la div

(chb - cs) atv . § L Ceb atv '

C- =00 S
lo que nos indica que la densidac f

un término cruzado del tipo E- B.e

Ya que 8,B es no nulo, lo ante%' ecua@

De la Ultima ecuacion obtgﬁ'da se tie'né
h.b _,& g_, - o ap
0= Ceatg\: —c{g-_ =20 0.V E + Cre 5

que una vez integrap?en eI?%mpo, no

L+
g‘f TE =5
s Ly 2Cc
3 o

Tanto C,,, C.s son constantes que dependen del sistema de unidades utilizado.

Es facil comprobar que para que existan ondas electromagnéticas que se propaguen
con una velocidad ¢ debera ser ademas
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CCS
2Cc,

co =

En el sistema internacional de unidades Sl sera

-

I struc re e@ Incluso si las
con5|deram s sdo rime P&Jextraer algunas
conclusione emteres/d sus relacienes estdictural IIa

' s

A
La propia ecuacion cinemética de la ley @Farad c?a lic e la divergencia de B
no puede depender(del tiempo. Tomaz@? la d| de , Obtenemos

— — e _)‘E q _f
OE_y_-VA’Efzﬂm V‘@Eﬁ(x)
i e ot ﬂ Q

donde B(X) es una funcion mdeﬁndlen I po ?

-!‘ﬁ-
Es importante observar, quagg la a o uaci® solo se concluye que V-B no
depende del tiempo. ‘S’

FFrETy

El que sea la dlvergenaa.,_Ge Bi entlca&nen nulay B(¥) = 0, y por tanto By = 0, es
un hecho que solo exp ental enteﬁfe puede corroborar.
&g Ty
.I‘b- . 4 -:&'I . .
Si con5|derasemo§;5-§olo |aecuacion pare ley de Ampére, de su divergencia solo
podriamos concl ,lgue\?
ta'\
S5 5= 7]
& K
y por tanto, al @@nhularse la divergencia, debe existir una funcion cuyo rotacional
cumpla

- V-<f+—av'(£°ET))

at

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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Si- suponemos adicionalmente que la ecuacion de la conservacién local de la carga es
una ley universal fundamental, entonces se verifica

donde a(X) es
cumpla la ley
experimentalmente.

BN () o
de tieng El gye €P'a(X) =0y se
cas®’ un agho &lo comprobable
by
intr r@ de G‘:{omente de
. interp&f s pégreriores. Si bien
cia, I#trd%pg&;be considerd que

ara eﬂpamao IeQ. 0 y magnético y,
también, a conside aaones de contlnwda

elagﬁ?s
Es bien sabido que en un condugcon u nt %rlable que tenga un
é

condensador, si se aplica la ley de Argpére a u%’q[g lacigmpalrededor del conductor,
la integral fﬁﬁ-df:go_fﬁ-dfs*"' dﬁ com s, .{E‘por la intensidad si a la
c -
superficie S la atraviesa elﬁduct %ﬁ@ro pasa entre las placas del
r

condensador sin tocar el cond%’ ‘QJ ‘? .
€yplazghgiento que estd relacionada con la

1’

Hay otra forma de ver que lagorrient

conservacion local de la carQa de la car
r
Supongamos que es -.,,‘-’ %:_
—

ga

donde C esun vec’@é}a d‘;@mlnar it

Puesto que se ve Lg:a

a;? § 0= T TAB=p¥-j+7-C
aplicando Ig%ﬁéggn de continui arga en el vacio
@ﬁ _>=_(Z,_lt) = V-C Hog_;; Ho oaat_) E
se comprueba que debera ser
C=—2F+b
c? ot
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donde b es cualquier funcién que verifique div b=0.

Por consideraciones de simetria de las ecuaciones, Maxwell intuyd que b deberia ser
nulo y, por tanto: &

o
i c2 ot .._5’
ﬂ! A
Las ecuaciones dé €onservacio Carga y@e la e/&g/a%tan contenidas

implicitamente eRl las leyes de las ecuaci
de que se considera mas fund men\@l
ecuaciones de /W{We/l ung&-ﬂ-"‘ os sg -
teorias de cqusaﬁﬂa.& quéncluso s
carga comolf/a ley fun

( e Maéf/e// S| %a dependiendo
InCI,OI servacion o las

na '&nse 1a %ﬂva Veremos en
la ecuﬁc ervaC/on de la
cond/c dICIO e':tque ién se verifiqgue

para tiempos retardado a par ed deducir todas las
ecuaciones %@\Maxw'éll electsQ mOQ. in bargo incluso la
conservacion de la carga se puede enme@ar de ras r/as mas generales, y
veremos con las [_teorias gauge e invarianza ante
transformaciones de fase local de de nada ey.e;s f/sgc eva como consecuencia
a la conservacion de la carga y g deter tura de las interacciones

electromagneéticas. ,@

:;Q
S &F &

Restricciones estruc?urale'g)@ erza de Lorentz y de
las ecuaciones ci atlcasade ell como consecuencia
de los prmapw&ggeo@étrl@s de la dinamica clasica

Hemos visto en teori vana@%lna/es que a'ﬁbart/r de la lagrangiana de una carga en un
campo electromagigético deduce da'_i;-'fuerza de Lorentz y como debe ser el
movimiento de /#arga dicho campo. Sin embargo, la estructura de la fuerza de
Lorentz se debe-@¥gzorjes que quedabah cultas en el analisis variacional.

e
A partir de s S @umentos de losicarchetes de Poisson de la mecanica clasica
para el m tf-?de una cargﬁ;@a, se pueden determinar las restricciones
estructurales de fgs’ ecuaciones de Maxwell del electromagnetismo, y de la fuerza de

Lorentz, en la interaccion de las cargas con el campo electromagnético.

Seguiremos el analisis realizado por Hughes a partir de la mecanica clasica, en vez del
de Feynman-Dyson basado en las relaciones de conmutaciéon cuanticas, ya que el
primero llega a las mismas conclusiones y es por tanto mas esclarecedor, teniendo en

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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cuenta ademas que el concepto de fuerza de Lorentz estd vinculado con el
electromagnetismo clasico.

Si suponemos que las relaciones de conmutacion cuantica son upiversales
¥

L
&y »

canica » supondremos

1 ':’ . L.
term@ la=dindmica de una
iefrtes rel n
t )

al tiéfhp
i =
& : Adt o @
y 86U la delta de KrEnecker, en que 53:.-_,@0 si |$&s s@guale& y 8% =1 silos
indices son iguales. =~ éﬁ' ~

El corchete de Poisson viene definidg#por Q J\
&0 %n 0
wiF) (e o)

siendo p* el momento canopio.

&
Del primer corchete de Poi$8on se deduce q

. .. A o
mpx, RS 6Y W= mil =pi— Al 1)

o & T
donde A'(x,t) es u func‘§1 vectorial gﬁle depende solo de las coordenadas, que
veremos se puede.fdentifjgar con el potencial vector magnético. Se supone que la
carga esta normaltzada unidad. f

Es importante SBsetv que es la relajagion de la condiciones de conmutacién lo que
permite la i cgion del potencial vector A’ y que el momento mecanico clasico
venga dadd’%r n@= (p' — AY), to.que sé conoce como el principio minimal.

Derivando con re%ecto al tiempo el ultimo corchete, obtenemos

L3+ (L3 =0
y ademas se verifica

{xh, %7} = ={xJ, %1}
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Empleando la identidad de Jacobi

{xi,{xf, xk}} + {xf {xk,xi}} + {xk, {xt, xf}} =0

obtenemos . f
A \ o
=)
SETe Ry =0 &
gue integrada, p -;:-::.f-"  que i } ;-.J.t de .~- tres. %&enyon}@, @?"&Ia

siendo B un %hct diente™solo dé
que depende del sistema ara B. YO .SQ Q’?
[ » _ ! Q 'k

La anterior éguacion pu integraps® obte d,%e {.

d = ; # . . A . I ! - m

o xk.= CeEk -‘L&‘bekﬂjﬁ &
En forma vectorial puede reeseribir 0 ‘3’Q c? ,t:"'
F-o xS &
E

Esta Ultima ecuacion es similar@ la fue e actua sobre una carga en un
campo electromagnético. E@mport@ efapkerv, independencia de dicha fuerza

respecto de la aceleracion, b que origi@a

dependientes de las ecuadenes ﬁe mo@mi
N

bﬁ %
g H=5;
. . . ‘b . oy |
Invirtiendo la ante&@'f ecuEEfén se obtle:,

Yy

N :
oty 1 g 1
‘3{'33 @CpB' = S ey} = e i), x4}
oy & .
Empleando(%&/e;éa identidad deJacobien la forma
© e (X (443} = 0

y la anterior relacion deducida mx! = p' — Ai(%, t), se deduce que debera ser

{x',B'}=0

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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lo que se puede reescribir como V-B =0, que es la primera de las ecuaciones del
primer par cinematico de Maxwell.

Es importante resaltar, que la ecuacion de Lorentz se ha podideyescribir de esa forma
es dimensiones, pues o B seria un tensor y
también  nuegro mundo, serian muy
por Weyl (1885-1955), quién demostrd

se puiga deducir /a.gjcuaaones de
o

l:l..J £ q

ue o se }gd@bropagar ondas
: et%res di s@es le gue permite
] rada. \Que-éfyesp sea de tres
para e.isf oria unificada

diferentes. Este hecho .-4-

ff:'lr-r-
que la accion /nvar/ as
Maxwell corresp ‘s‘a'»,--"

También Ehrenfest ( 7880—7933), de
electromagnéticas sin distorsion
que la rad/aCIomngr n
dimensiones también es
de cam,oos,[[ con inte
fotones de lyz.

Px A
Existe, por tanto, una refacion intima e:zrs exiﬁt/@ /ah&aciones de Maxwell
nes

y que nuestro mundo sea de trés dime > @

cé'aex ~Q O

Si derivamos respecto al tiempo la dl p o%obtar@para B!y empleamos la

ecuacion de la fuerza de Lorentz b.ignemos oy Q vf\
aBl - Bl G Q

e i ] ok k 4Jj
0% ooy f L XERY)
C
= & Ce {Ejéa‘}‘* 2% it B k}__sl]kgkrs{x BS, %7}
= &uC. xk}+c,,'{;§r3i-,' (xiBT, %7}

sumando cuando hay OQ%md@@uaI@ %.hab|endose hecho uso de la identidad
/;? % gjklgjrs ﬁ 6'2'615 5ks6lr

Desarrollando losis corcﬁgfes de P0|s y empleando las anteriores expresiones
deducidas mx %" 'ﬂ?(x,t) y CpB =g, {%/, %%}

o & ;

obtenemos @iéﬂg o
X & "> 08

© VA C. ot

que corresponde a la otra ecuacion del primer par cinematico de las ecuaciones de
Maxwell para le ley de Faraday.
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Los significados del campo electromagnético

Este andlisis no permite obtener las constantes C, y Cp,, que evidentemente deberan
ser

C.=C,=— ]
P e
Por tanto, del anterior analjs $dind deduce tambiég que no existen fuentes
o monopolos magnéti y magnético€s debido sélo a dipolos
magnéticos, asi co 6 a stificacion. deila ley de Faraday, basgg’g- en la forma
estructural de /a -' a de Loren TSR é@' ) .
' : i
Histdricamente, a de Atbrentzﬁra un @ adicional a las
ecuaciones de xwe// 0 ya estaba contenjda el s. De is dg Jas secciones

atemagidamente | endientes y

forma Q@Strup&fa matematica,
ependiedie de /a:SE cio emos, por otra
parte, que\la fuerza q

atible c?‘ las r%?/o 'ﬁonmutaoon de los

corchetes de Poisson, €s A mente una, erzacge Loré? como la definida
en la electrodinémica clasica. & &

, ) I Ql

= ,;9 > < ™)
Relaciones estructurales 'y fﬁrza %&@' zagdla"electromagnética de
Helmholtz <@
w

Un hecho importante es que, %da e iento que implique una fuerza
generalizada independiente ﬂ@e la ace ser derivada de una lagrangiana.
e L re

anteriores, vemasyque dichas.eel
que, ademay‘/ar?ég& n N';e ellas ¢
exigiendo Pue dich '

La fuerza adopta entonc /a forma Ej en un campo del tipo eléctrico y
magnético que sat/sfacenjés ec CIones de Maxwell.

Esto se puede ver faolﬁgnte %Supone%asdue la lagrangiana viene dada por

La fuerza generalizada se puede escribir como

av
dG;)  ov

Fi= -
dt dxt

y sus transformaciones histdricas. 22ed.



06 Teorias dinamicas del campo electromagnético

Para que sea posible definir una formulacién lagrangiana, toda fuerza generalizada
debe satisfacer las ecuaciones de Helmholtz

-I'g?

&

aFi+aFf _5’5’
KJ o oxi L

Para que ademas,
segunda condicig’n establece quei®

o

&
que integrandq_se obtiene.

y volviendo a integrar

-

donde g aqui es solo una co
carga

Debido a la indepe
de Maxwell -{;-

gue son Ia:%ﬂ es a su vez Wistencia de un potencial escalar eléctrico y
un potencial agnet|co

Por otra parte, la fuerza generalizada serd independiente de la aceleracion si el
potencial verifica la condicién
0%V
axioxs
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Los significados del campo electromagnético

gue integrada, nos lleva a una expresién de la forma

V(% %,t) = 0% t) — ¥'AL(%, t)

de manera que

F !

La lagrangiana del sisterha vendra ento_né‘*s1II dad&. § E}-

]
L(xlffxi') = pixf = H %(i)z aqwﬁ?t)j@#(a‘é, t)

5 S
Las ecuaciones de Euﬁ-ngrangeﬁ’defr@ e%oviéﬂto vendran seran

siendo

5

S
o

lo que nos ||eva2@%§vea'?
iy

2 E
@"\3 & ' w at
Era de esperar ogener los mismos resultados que en el apartado anterior, ya que es
bien sabido que la mecanica de los corchetes de Poisson es equivalente a la mecanica
de Lagrange y de Hamilton, y las relaciones de conmutacion de los corchetes de
Poisson estan determinadas por las ecuaciones de movimiento y se conservan en las
trayectorias reales.

y sus transformaciones histdricas. 22ed.



06 Teorias dinamicas del campo electromagnético

Aunque los anteriores argumentos adolecen de una cierta circularidad, arrojan sin
embargo cierta luz sobre las restricciones a la forma a que se deben someter las
fuerzas cuando se fijan las relaciones de conmutacion.

En el mode/o desarro//ado en este apartado al igual que en g@nter/or q es solo una
)sé piede extraer n/ngunégn/f/cado fisico.

ar de la ;?/ps (1881) en
t/@ de fu I conservan la

Si desarrollamos el potenoal en-seri de po ée L tendriamos una expresion
del tipo Q Q

E}" 7 - 2{5 iVZlJv]
Segun la mecénica clagfa la @rza gehef lizada vendra dada por
N f?av@v qéﬂwéqqaﬁ N | A
F(x”t)i“dtavg’ax A RN A b R

La fuerza generﬁ!acaa%?a del tipo

& g
Lo
Si identifica%& &
@)
A
Fl(x, t) - _VVO + E
FZ x,l_;,t) = _ﬁAV/\Vl
=0
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Los significados del campo electromagnético

y se cumplen las condiciones de compatibilidad

A F, se le conoce comost
S K’f{
quefo =0 JHEEEE

La fuerza generalizada consen
Lorentz '

vativa a

\!
A

y las ecuaciones de compatibilida
Maxwell é'-:

=..

QR & 1650 =Tk g5 A0 - 02,0

Puesto que hay cuatro ecuaciones de compatibilidad y seis incégnitas Fy,F, o E,B,
esto origina que los potenciales no sean Unicos y que exista unas transformaciones

gauge de los potenciales que deja invariantes las fuerzas F,,F, o ensu casoaE y B.

y sus transformaciones histdricas. 22ed.



06 Teorias dinamicas del campo electromagnético

Relaciones estructurales matriciales de las ecuaciones de Maxwell

Por simple inspeccion, las ecuaciones de Maxwell en su forma diferencial presentan
una interesante relacion interna entre las componentes g#/ campo eléctrico y
magnético que observd Somim que indica la posibiﬁdad de relaciones mas
profundas. ' K

Las ecuaciones de Maxwi

215

Si definimos un nue@c%e
"y

S

entonces las ec'ﬂiﬁne@de Maxwell se r

& 9% 1 ]
£ Ca _ L. ]
@{j‘? Vow—e()(p c)

Si definimos por G* el complejo conjugado de G, entonces se verificara

ucen a la expresion

€o
2

GoGr =266 +iGnG") = 2B +*|B]") + ec?E N B
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donde el primer término representa densidad de energia vy el segundo el flujo de
energia (vector Poynting).

El que aparezca asociados la energia del campo por unidad de golumen y un flujo de
energia por unidad de area y tiempo sugiere la posibilidad de.que, en la realidad, se

encuentren ligados a través d {“;, -ecu n de continu/dad&ca/ de la energia.
o W 2 ) > - .
Esto indica que debeeXistir algtin tipo exion entregos campos y que, ademas,

i

las ecuaciones de ¢ e

(AR

‘l['!! 1-- N . ‘- ‘u '1‘ ™
Si definimos ahof@ los cuadrivectores O . o N
i defini le {'\ ) - ) % O
G =6° = (GoG) = (0,55 icB) & &
o - ’ o,"q' 7]
f__m ¥ ig) = (B ict) ¥ O
entonces la ecuagio', " eescr%f]@&-ﬁhg’orr@matricial
L».\ / = B E‘b = é
- : ‘?""\ ceo {? q‘@
siendo las B# matrices hermitianas 4 x?}ue vem‘“‘.r a%’a' §’
BHBH /I Q\
e ? 2L T
- Blﬂ;? 8ij _@k$ é
BOpt= g S @
donde [&;, ] significa el signo d&’'una eon ‘a

02)
0

g

gue tienen las m%‘éd

&
) o

Mediante una transformacién de semejanza

H# =S5 1HAS

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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siendo

A

~

L@ 9
1a élfereﬁ@‘@ eygl—nas de las

an agg?a@na @nulaaon compacta

l,'lnh..

i
ReIacmnep&%t

ecuaqonimLQ
Las formas exterl
segundo orden p ?P:

€, = E;dx! %dx

D, = D,dxi @ D,d

B, = B A dx? il
9y = Hygdx® Adx 4 &

g &

g€sus iones estructurales.

rm§|ferenaales de primery
L

+ Bzdx Adxt
3 4+ Hydx3 Adx?t

&
donde E;, B; son Ias‘%‘&npor@tes del eléctrico y magnético, y
'-'5“ ? dx? /\d: = —dx® Adx?
es el producto ea%o g
Antes de pro A r,@ necesario recordar algunos teoremas basicos sobre formas

diferenciale Iy

o W
Si w es una or(ﬁ diferencial de orden p, se define por su derivada externa a la
operacién

o
dw = dx‘A—w.
oxt
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Los significados del campo electromagnético

gue da como resultado una forma diferencial de orden p + 1. Ademas se verifica la
relacion

dwAd)=dond+ (—DPoAdE ¢
&

siendo p el orden de w. -R.

'_existe ura? forma diferencial 6 de

ordenp — 1, tal ( - rema erso téﬂb@‘ge verifica.

En tres dimensiofies se demuestra que

: lbner}ﬁs de la\detivdlg externa de una
forma diferencial' de primer orden de ' %

torlal n* co?gonentes del
rotacional de dlc‘mgmpo vegﬁﬁbﬂ

La dlferenc'é_e&féha_ de“una forme ord é:e"db cani'b) vectorial es la

nda |v ex de una forma
cgs* &

7 y,
Otro teorema importante es el de Stoke@%ue di qaud:% w na forma diferencial
de orden p que integramos sobre unag?‘rledac‘jmr 1 ensiones limitada por
una frontera 9.2, se verifica entoncesq. @ N

"
s 'H
— g:m QdaQ é
(]
Se demuestra que para p = ‘éé‘én el @g‘?‘ldlm@lonal el teorema se reduce a

los teoremas vectoriales de S

De acuerdo con los teorem xpuesto
&

dE¢, =0
¥
g Fh=o

Emplearemos la not@on deﬁn espaoo;c\q dr|men5|onal

£k

L x% =ct,x
o

&,", que tom sion desarrollad

@’{',tu o

‘8;2=—E dx A dxt +cBldx Adx® + cBsdx® A dx? + cB,dx3 A dxt
5 = +cB;dx® Adx' + E;dx? Adx® + Esdx® Adx? + E,dx® Adx?

Se definen Ia@gde segundo of!
e

Utilizaremos el convenio que define (—E;) = (E)) = Ey (-B;) = (BY) = B

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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El que se anulen sus derivadas externas es equivalente a las ecuaciones

corrientes.

Obsérvese que

Fa
Es importante observar que d,.se puede @scribir dﬁa a,:’b'

C oy = (ae @) e

a5, = (A6 F 2 )| ndx @ dw

que es la suma de dos.formas difergficiales irigp ientiz‘
Si es dB, = 0 (div B = 0) en @alquierediste
debera ser también dG,; + 0Bg70x° = @=
coordenadas para que sea d@z 0. % i~

Se define una nueva for diferenéigl de \pri
otencial eléctrico y vectprial magnético
p y :t:_a‘ gs 9

)
-.\"\& _ W - .
U le ﬂ“g‘ = (Z)d{‘%: cA;dx' = @dx® — cA'x’
Siéndolos potenciil::. vectarfs A, = ( . I__"*%A) y A% = (9, cA)
e %
Por el teorema_%@in@'é, si d6 =0
% ]

8 = dA, por |o%5 i§cemos

N A, 2E A

@)‘,3 4, = g, B=VAA yE=-Vo-—
©

La anterior igualdad define, por tanto, la relacion de los potenciales con las
componentes del campo electromagnético con formas diferenciales.

r orden con las componentes del

tonces existe una forma diferencial tal que

Si no tenemos fuentes, podemos definir otra forma diferencial de primer orden
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Los significados del campo electromagnético

€, = C dx%* = Pdx°® — cC;dx?

Haciendo dg5 = 0, por el teorema de Poincaré existird una forma diferencial de
primer orden tal que &, = d€,, por la que se cumple la reIaoo@;

dC, = 3 M cB=% _E y Eéi-"—cV/\c
F,T' s -.I..-' A : ‘.3‘
que son las ecuaqo : ._ .,: electromagnetismo en funciﬁdel potenqvwagnetlco en
el caso de ausencia de fuentes. TIARR

Todo lo anterior §e puede generalizar pa ine _- fueﬂ'kes de g@xorrlentes
Q@] quése relacionan

Definamos ahora las S|gU|entes fgmas d}e de terc

con las carga -~
i
(ii -.q. o)
= J dxf* = cpki @
J3 = cpdxt Adx /\dx xQ\dxl 3dx° Adx Adx
Entonces, las mgmentes:formas dlferenc uag@es de Maxwell en el
vacio <

g, =
Ademas se verificara
ddy; = =
&2 g@
gue corresponde al pripeipio (%%)ntin_

invariante. .,;-. g‘
De igual forma ms%s formas dife
2}%\

\a"rg’“‘ § G, = Dy A dx® + $,
y su formmal @? que toman Mn desarrollada

®, = —cD;dx° Adx' + Hydx? Adx® + Hydx* Adx? + Hydx® A dx?

= +H;x° Adx' + cD;dx? Adx® + cD3dx A dx? + cD,dx3 A dx!

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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Entonces
a6 =1y, o Tai=-247 y T.5-
2=7% =5t/ & =p
Puesto que dd%; es una formadmulaginvariante de cuarto orden, por el teorema de

o

Tomando como olumen 2, un cilindro Ly
d i)
t =ty yt=t, clyoradio lo hacemos tende

O S
?mas rg@ales.@ cuarto orden que
invariantes relativistas 3 S v O

= . 0O
T, AT = —(EX (2B2 Rxlxéazx\dﬁ

FAS, = —( -§)d@u dz?/\ dx8p dx®

AT = cﬁ-@(ﬁ@xl/\ 2 A dx®
§ S

Que (E* —c*B?) y E - B, 'son /ﬁ unic@s invariantes relativistas que se pueden forma

con las componentes oﬁ’cam e/éctrgo agnético es bien conocido por la teoria

de relatividad. Pero aggi se gdeducid?;f ectamente a partir de formas diferenciales

para el campo e/ectc@‘nagn 3lico, asi como Ja conservacion de la carga.
L 3

falrrop

o - ¥
Recordemos que,';.:%-"(E2 2B2) es pre
campo electron;%%ti

G j

Otra forma ﬁ:&art@orden y por tan

expresion @4‘3 {5-?' i
©1 -

2911 AT =(p® —A-Ndx® Adx* Adx? Adx3

gue representa la energia de interaccién de las cargas y corrientes en el campo
electromagnético.

rcional a la densidad de lagrangiana del

un invariante de Lorentz, se obtiene de la
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De lo anterior se deduce que la densidad lagrangiana del campo electromagnético se
puede escribir de la forma diferencial

£ 1 £
Con =~ B AT~ WAy = 5 T AT U AT

o

Entonce se verifica

% * L T
A€ =F AT+ W A3 ﬁ_ﬁe A
T O

Aunque para la construccion déﬁas fo re /g"es se ha sequido un proceso
invertido a partir de las ecuacidhes de , Si bargo, una vez definidas, es la
propia estructura del forma@no mater la define la estructura interna de

las ecuaciones de Maxwglt y  genefa Je umes forma directa las ecuaciones de
conservacion y los invariaftes d Lorené. I8
g & A
S
o . L
Representaagﬁes ales dﬁas ecuaciones cinematicas
N 33

Hemos visto qu Q}gla faga diferencial de orden p en un espacio de 4 dimensiones,
tiene siempre ¢asociada una forma diferencial de orden 4—p cuya base es
complement plementaria. |

L :
Considere un@sor de orden étrico como el electromagnético. Su forma
diferencial vimos{gue venia dada por

2 = Fapdx® A dxf  a<p

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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Esto es equivalentg-en la representags matr&@fu@h de las variables del

campo electromagnético a hacer los bios E‘"
=
“Fap = Fap 223

Los tensores antisimétricos, co el
propiedades unas propiedadesgue co

existe siempre un caﬁ ve@rial A% tal

o

& L 0Ay oA,
& &= ”’faﬁw} = 9xe P

- S 7 . o
Se verifican ad I?;den’udades par if: n tensor antisimétrico
i‘} ]
-&u L ;

dFs 0F, OF
. By ya _
@ :ﬁ? rotap \Fad S5 + Gxa + 5xf = O

donde afByé es una permutacion ciclica de los indices 1234.

Esta identidad, como ya hemos visto, es equivalente a las dos ecuaciones cinematicas
de Maxwell de la ley de Faraday y de ausencia de polos magnéticos.

Se comprueba que rotyg,{Fug} y dive{F,z} son tensores duales uno del otro.
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1 oF, 1 J0F. aF, aF,
; xaf) — — oaBys Y8 _ ~ _aBys vé 5B By
div{F "} =52 5 = 6¢ < axF * axr T axd

Esto también se puede en el caso particular del tensor gectromagnético que

dive{F,z} es equivalente a la formadiferencial d,. é“
4 ' =)
Para un tensor antisimetrice f
=0 2 *
‘o Y
&

=

Por tanto, las eclia . ell son'tina co uéga directa de las
propiedades de antisimetria del tensor ek agngtico qu e/;Se rmina el campo

' S o
: 0
V@& &
Py A
o O U
j 0
& F o
Q@
$ &
Q

y sus transformaciones histdricas. 22ed.



